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Представлен новый метод численного решения уравнений на связанные состояния элементарных частиц в импульсном 
представлении с корнельским потенциалом. Получена квадратурная формула, которая может использоваться для ре-
шения как интегральных уравнений, так и для численного расчета интегралов. Исследованы некоторые эффекты для 
двухчастичных квантовых систем с корнельским потенциалом. Для случая нерелятивистского уравнения Шредингера 
с корнельским потенциалом исследовано поведение волновых функций вблизи критического значения параметра ку-
лоновского потенциала, а также зависимость критического значения при изменении параметра запирающей части по-
тенциала. 
 
Ключевые слова: связанные состояния, импульсное представление, квадратурная формула, корнельский потенциал, 
коллапс, волновая функция, уравнение Шредингера. 
 
A numerical method for bound state equations with the Cornell potential in momentum space is represented. A new quadrature 
formula was obtained. The formula can be used for solving integral equations and for numerical integral computations as well. 
Some effects for two particle quantum systems with the Cornell potential were observed. For the case of non-relativistic 
Schrodinger equation with the Cornell potential the exploration of wave functions’ behavior near the critical value of the Cou-
lomb potential parameter was provided. A curve that characterizes the critical value dependence from the linear part parameter 
of potential was plotted. 
 





Сегодня уже стала очевидной необходи-
мость релятивистского описания связанных со-
стояний. Современное состояние экспериментов 
требует учета релятивистских эффектов в теории 
связанных систем в широкой области: от мезонов 
до атомов. Эта необходимость продиктована су-
ществованием систем, состоящих из легких 
кварков ( Kπ , -мезоны), наличием релятивист-
ских эффектов в мезонах, содержащих один тя-
желый кварк, вкладами релятивистских поправок 
в электрослабые характеристики.  
При изучении энергетических характери-
стик водородоподобных систем актуальным яв-
ляется расчет различных релятивистских попра-
вок, так как экспериментальные измерения таких 
величин проводятся с высокой точностью 
( 1310δ −∼ ) [1], [2]. Корректность такого учета 
зависит от последовательности теоретического 
описания релятивистских систем.  
Таким образом, при изучении различных 
эффектов следует выделить задачу поиска новых 
методов расчетов и развития математического 
аппарата, который позволил бы максимально 
упростить вычислительные схемы и добиться 
результатов с высокой степенью точности, необ-
ходимой для экспериментов.  
Целью данной работы является численное 
исследование некоторых эффектов, включая и 
релятивистские, возникающих в двухчастичных 
уравнениях (уравнение Шредингера и его полу-
релятивистского обобщения – уравнение Солпи-
тера – Томпсона) с кулоновским и корнельским 
потенциалами. Основу исследования составляет 
оригинальная высокоточная методика решения 
интегральных уравнений с сингулярными ядра-
ми, возникающими в задачах с потенциалами 
такого вида в импульсном представлении.  
Достоинства использования импульсного 
представления для решения физических задач 
(уравнений для связанных состояний, задач рас-
сеяния и др.) давно привлекали внимание иссле-
дователей [3], [4]. В импульсном пространстве, в 
отличие от координатного, отпадает необходи-
мость дополнительных построений, связанных с 
определением релятивистского оператора кине-
тической энергии  
2 2 2 2
1 2( ) .T k k m k m= + + +  
Также  относительно несложно получить 
релятивистский потенциал взаимодействия с 
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использованием соответствующей амплитуды 
упругого рассеяния  частиц,  составляющих  сис-
тему [5], поскольку расчет изначально ведется в 
импульсном представлении, которое здесь воз-
никает естественным образом. 
Однако, проблемы использования импульс-
ного пространства осложняются тем, что даже 
потенциалы взаимодействия простейшего вида в 
импульсном представлении приводят к интегра-
лам с особенностями. Поэтому точность решения 
для целого ряда задач (кулоновский, корнель-
ский потенциалы) с учетом современных экспе-
риментальных данных была относительно невы-
сокой ( 5 610 10− −÷ ) [6], [7]. В этой связи необхо-
димо создание методик, которые были бы отно-
сительно несложными в применении и давали 
результаты с необходимой для эксперимента 
точностью.  
 
1 Уравнение для связанных состояний в 
импульсном представлении 
Уравнение Шредингера в импульсном пред-
ставлении для центрально-симметричных потен-





( ) ( ) ( ) ( )
2
k k V k k k k dk E kϕ ϕ ϕμ
∞ ′ ′ ′ ′+ , = ,∫A A A A (1.1) 
где 1 2 1 2( )m m m mμ = / +  –  приведенная  масса;  
m1, m2 – массы конституэнтов связанной систе-
мы; k – импульс относительного движения 
( k=k ); ( )kϕA  – радиальная часть фурье-образа 
волновой функции (ВФ) в координатном пред-
ставлении; ( )V k k′,A  – оператор l -той состав-
ляющей парциального разложения потенциала 
взаимодействия; E – энергия связи. Здесь и далее 
мы опускаем в индексах главное квантовое число 
n для сокращения записи.  
Однако описание связанных состояний в 
импульсном представлении усложняется необ-
ходимостью решения интегрального уравнения 
(1.1), содержащего сингулярные члены, тип ко-
торых определяется видом ( ).V k k ′,A  
Продемонстрируем данное утверждение на 
примере корнельского потенциала  
( )V r r
r
α σ= − + ,                   (1.2) 
который в импульсном представлении имеет вид:  
2
( ) ( )( ) ,
( )




′′, = − +′ ′
A A
A       (1.3) 
α и σ – параметры кулоновской и линейной час-
ти потенциала соответственно.  
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а функция ( )Q yA  – полином Лежандра 2-го рода:  
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        (1.6) 
где ( )P yA  – полиномы Лежандра.  
С помощью (1.5), (1.6) находим, что произ-
водная ( )Q y′A  в (1.3) определяется соотношением  
0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),lQ y P y Q y P y Q y w y−′ ′ ′ ′= + −A A A   (1.7) 
2
0 2 2
1 2 1( )
1 ( )
kkQ y
y k k k k
′⎛ ⎞′ = = − .⎜ ⎟′ ′− + −⎝ ⎠   (1.8) 
Поскольку функция Q′A  сингулярная, в слу-
чае если ,k k′=  то и сам потенциал ( )V k k′,A  так-
же является сингулярным. Стандартные методи-
ки численного решения уравнения (1.1) с потен-
циалом (1.3) дают относительно невысокую точ-
ность [6], [7]. Ниже приведем вывод новой квад-
ратурной формулы, которая даст возможность 
существенно повысить точность решения таких 
уравнений.  
Подставляя выражение (1.3) в (1.1) и ис-
пользуя соотношения (1.5), (1.7), приходим к 
интегральному уравнению:  
[ ]
2
0 0 12 0
( )
2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l l
kE k
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[ ]0 10 ( ) ( ) ( ) ( ) ,l lP y Q y w y k k dkk
α ϕπ
∞
− ′ ′ ′− −∫ A  (1.9) 
в котором ядро содержит логарифмическую и 
полюсную сингулярности, связанные с видом 
0 ( )Q y  и 0 ( ).Q y′  
Полурелятивистское обобщение уравнения 
(1.9), (т. н. уравнение Томпсона [6] или бесспи-
новое уравнение Солпитера [8]), выполняется 
простой заменой оператора кинетической энер-
гии 2 (2 )k μ/  на релятивистское выражение, т. е.  
2
2 2 2 2
1 2 1 22
k k m k m m mμ → + + + − − .   (1.10) 
При этом оператор потенциальной энергии не 
модифицируется.  
 
2 Методика решения интегральных урав-
нений 
Численное решение интегрального уравне-
ния (1.9) может быть сведено к задаче на собст-
венные значения матрицы, которая возникает 
при использовании квадратурных формул для 
интегралов, входящих в уравнение.  
На первом этапе осуществляется переход от 
интервала интегрирования [ [0,∞  к «стандартно-
му» [–1, 1] с помощью замены переменных:  
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= .∫ ∫          (2.1) 
Функция ( )t k  удовлетворяет граничным 
условиям:  
( ) ( )0 1 1t k t k= = − , = ∞ =         (2.2) 
и может быть выбрана в виде [6], [9]–[12]:  
( ) k ct k
k c
−= +                          (2.3) 
или  
( )4( ) 1 2exp( ) ( ) 1k ct k k c t k π
/= − − / , = − ,    (2.4) 
где c  – некоторый параметр, имеющий размер-
ность величины .k  
Стандартный подход, основанный на квад-
ратурных формулах, приводит к аппроксимации 
интеграла (2.1):  






f k dk f kω
∞
=
≈∑∫               (2.5) 
где множители jω  связаны с табличными весо-
выми множителями jω  для области [ ]1 1− ,  соот-
ношением: ( ) ,j j jdk dt ωω = /  а N  задает число 
узлов (число точек интегрирования).  
В итоге интегральное уравнение вида (1.9) 
может быть сведено к задаче:  
( ) ( )ij j iH k E kϕ ϕ= ,                   (2.6) 
где для получения собственных значений и век-
торов необходимо знать элементы матрицы .ijH  
И если для i j≠  задача расчета элементов ijH  
для кулоновского и линейного запирающего по-
тенциалов не является сложной, то при 
( )i j k k′= =  напрямую это сделать не удается 
вследствие наличия сингулярностей. Рассмотрим 
методы, позволяющие находить значения при 
.i j=  
 
2.1 Методы решения уравнений с сингу-
лярными ядрами 
Наиболее часто используемый метод удале-
ния сингулярности – это введение контрчлена 
(метод вычитания Ланде) [6], [9].  Данная проце-
дура  основана  на  интегральных  равенствах [6], 
[13]:  
( ) ( )20 0
0 0
   0
2
dk Q y dk Q y
k
π∞ ∞ ′= , = .∫ ∫    (2.7) 
Использование соотношений (2.7) приводит к 
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Применение стандартных квадратурных 
формул для сведения уравнения (2.8) к задаче на 
собственные значения (2.6) приводит к тому, что 
для диагональных элементов матрицы ijH  син-
гулярности отсутствуют.  
Недостатком данной методики является не-
высокая, с точки зрения современных экспери-
ментальных требований, точность вычислений 
для кулоновского и линейного запирающего по-
тенциалов. Даже сложная модификация данной 
методики [6] не приводит к существенному рос-
ту точности.  
Другим методом решения, который заслу-
живает рассмотрения с нашей точки зрения, яв-
ляется полуспектральный метод Чебышева, 
предложенный в работе [14]. В этом подходе 
введены новые квадратурные формулы для инте-
гралов путем выделения сингулярной части и ее 
переноса в квадратурные коэффициенты. Данные 
квадратурные коэффициенты вычислялись ана-
литически с использованием интерполяции на 
основе полиномов Чебышева ( ).jT t  Кратко из-
ложим методику получения таких весовых мно-
жителей.  
Произвольная функция ( )f t  на интервале 
[ 1 1]− ,  может быть разложена по полиномам Че-








f t c T t−
=
= ,∑                    (2.9) 
где jc  – спектральные коэффициенты  
1
1
2 ( ) ( )
N
j j j i
i
c T t f t
N −=
= ,∑             (2.10) 
а it  – нули полиномов соответствующей степени. 
Штрих в формуле (2.9) здесь и далее озна-
чает, что первое слагаемое в сумме следует де-
лить на 2.  
Полином Чебышева 1-го рода степени N  
определяется формулой:  
( )( ) cos arccos( )NT t N t= .            (2.11) 
Функция NT  имеет N  нулей в интервале [ 1 1]− , , 
которые определяются аналитическим выраже-
нием  
[ ]cos ( 1 2) 1 2it i N i … Nπ= − / / , = , , , .   (2.12) 
Таким образом, для функции f(t) получаем:  
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        (2.13) 
В случае, когда функция ( )f t  не имеет особен-
ностей, с помощью (2.13) легко вычислить инте-
грал по стандартной квадратурной формуле:  
1
11




f t dt w f t
=−
= ,∑∫             (2.14) 




2( ) ( ) ( )
N
j j i j i
i
w t dt T t T t dt
N
σ ′ − −
=− −
= = .∑∫ ∫  (2.15) 
В случае интегралов с особенностями из 
подынтегральной функции выделим сингуляр-
ную при t z=  часть – ( )g t z, . Тогда для такого 
интеграла по аналогии с (2.14) и (2.15) можно 
записать, что  
1
11
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    (2.17) 
Таким образом, для нахождения весовых 
коэффициентов ( )jw z  в (2.17) необходимо вы-
числить аналитически интеграл:  
1
1
( ( )) ( ) ( )n nI g t z T t g t z dt
−
, = , .∫       (2.18) 
Посредством данной методики воспроизве-
дем результат работы [14] (см. формулы (47)–
(53) в [14]) для  
1( ) 1g t z z
t z
, = , | |≤ .−           (2.19) 
Тогда, используя (2.17), находим, что весовые 
коэффициенты определяются соотношением:  
1 1
1
2 1( ) ( )
N
C
j i j i
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t z t z−
⎛ ⎞ = .⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ∫              (2.21) 
Преобразуем интеграл (2.21) посредством 
простого вычитания к виду  
1
1




T t T z zI dt T z
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получим  
1 1( ) ln ( )
1n n n
zI T z R z
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⎡ ⎤− −= .⎢ ⎥−⎣ ⎦∑   (2.26) 
Выражение (2.26), используемое в [14], яв-
ляется не очень удобным для программной реа-
лизации, поскольку случай 1i =  приходится вы-
числять отдельно. С помощью производящей 
функции для полиномов Чебышева можно полу-
чить более удобное соотношение для ( )nR z  в 
виде [15]:  
( ) 11
0
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Таким образом, окончательно для весовых коэф-
фициентов Cjw  имеем  
1 1
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Аналогичные вычисления в случае  
( ) ln 1g t z t z z, = − , | |≤            (2.29) 
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= − .∑ ∫  (2.30) 
Аналитический расчет коэффициентов 
( )Logjw z  приводит к формулам (57), (58) и (60) 
работы [14], которые здесь не приводятся в силу 
громоздкости выражений.  
Решение уравнения (1.9) с кулоновским по-
тенциалом на основе (2.30) может быть проведе-
но с относительной ошибкой 12 1410 10δ − −÷∼ , в 
отличие от методики с контрчленом, где такая 
ошибка составляет 410−∼  [6], или c высокоточ-
ными весовыми коэффициентами – 710δ −∼  [16].  
Применение же данной методики для реше-
ния уравнения с линейным запирающим потен-
циалом (см. [12]) приводит к тому, что инте-
гральное уравнение сводится к интегро-
дифференциальному. Данная особенность при-
водит не только к усложнению вычислительной 
процедуры, но и к потере точности. Тогда отно-
сительные ошибки полуспектрального метода 
Чебышева и метода Ланде сравнимы и находятся 
в пределах 4 510 10 .δ − −÷∼   
 
2.2 Комбинированная методика решения 
уравнения 
Нами предложен новый способ для решения 
уравнения с линейным запирающим потенциа-
лом на основе сочетания полуспектрального ме-
тода Чебышева [14] и процедуры введения 
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контрчлена [6], [7]. При этом исходное инте-
гральное уравнение не сводится к интегро-
дифференциальному, а точность расчетов суще-
ственно возрастает.  
Использование методики введения в урав-
нение контрчленов приводит в случае запираю-











− .−∫ A A               (2.31) 
Далее, используя полуспектальный метод 
Чебышева для 2( ) 1 ( )g t z t z, = / −  (см. (2.16) 
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Найдем аналитическое выражение ( )Linj zω , 
выполняя операции, аналогичные тем, что при-
вели к соотношению (2.28). Используя соотно-
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где входящий в выражение (2.35) интеграл уже 
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Для упрощения выражения (2.36) использу-
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Таким образом, если для интегралов урав-
нения (1.9) с логарифмической сингулярностью 
используются квадратурная формула (2.30), а для 
слагаемых с полюсной сингулярностью – соот-
ношение (2.32), то уравнение остается инте-
гральным, в отличие от [12], а задача на собст-
венные значения не содержит громоздких сла-
гаемых, связанных с введением контрчленов.  
Применим нашу методику для решения 
уравнения в импульсном пространстве с кор-
нельским потенциалом (1.3). Поскольку даже в 
случае нерелятивистского уравнения нет точных 
решений, то для сравнения точности вычислений 
используем данные работы [17], где расчеты 
проделаны в координатном представлении.  
В таблице 1 дается сравнение результатов 
из [17] с нашими результатами, полученными с 
применением комбинированной методики. Вели-
чины, по которым проводится сравнение, связа-
ны с обычными параметрами уравнения (1.9) 




4 2Eμ μλ α εσ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= , = .⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 
Из таблицы 1 видно, что предлагаемая нами 
методика эффективна даже при малом числе N  
и с высокой точностью δ ∼ 10 11− ÷ 10 12−  воспро-
изводит результаты работы [17].  
 
3 Квантовые и релятивистские эффекты 
Применим разработанную нами методику 
для исследования некоторых эффектов, возни-
кающих в квантовых связанных системах. Для 
численных расчетов используем систему с рав-
ными массами 1 2 1 37m m= = ,  ГэВ (аналог кварк-
антикварковой cc – системы).  
 
 
Таблица 1 – Сравнение результатов численного решения уравнения Шре-
дингера с корнельским потенциалом в координатном и импульсном представле-
нии. Численный расчет в работе [17] проводился на сетке с числом узлов 
N = 300000. Также приводится оценка погрешности вычислений, выполненная 
авторами работы [17]. 
 
λ  N  (1 )sε  (метод этой работы) N  (1 )sε  [17] εΔ  
0,0 2,338 107 410 459 784 2,338 107 410 458 750 1,0E–12 
0,2 2,167 316 208 772 692 2,167 316 208 771 731 1,0E–12 
0,4 1,988 503 899 750 148 1,988 503 899 749 943 9,6E–13 
0,6 1,801 073 805 647 306 1,801 073 805 646 145 8,5E–13 
0,8 1,604 408 543 236 034 1,604 408 543 235 973 6,6E–13 









1,180 833 939 744 863 2,1E–14 
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3.1 Релятивизация кинетической энергии 
Один из простейших релятивистских эф-
фектов можно оценить путем замены оператора 
кинетической энергии 2 2k μ/  на релятивистское 
выражение (1.10). Тогда получаем уравнение 
вида:  
2 2 2 2
1 2 1 2
2
0
( ) ( )
( ) ( ) ( )
k m k m m m k
V k k k k dk E k
ϕ
ϕ ϕ∞
⎡ ⎤+ + + − + +⎣ ⎦




Сравнение численных расчетов энергии связи 
для нерелятивистского уравнения Шредингера 
(1.9) и его релятивистского обобщения уравне-
ния Томпсона (3.1) приведены в Таблице 2. 
 
 Таблица 2 – Сравнение результатов числен-
ного решения уравнения Томпсона (3.1) и 
уравнения Шредингера (1.9) с корнельским 
потенциалом в импульсном представлении. 
Число узлов в сетке N = 250. Массы кварков 
1 2 1,37  ГэВ.m m= =  Параметр 20,19  ГэВ .σ =  
 
α  N  (1 )E s   
Ур. Томпсона
(1 )E s   
Ур. Шредингера
E %δ ,
0,0000 0,679762395 0,695760875 2,30 
0,0932 0,625832014 0,644937788 2,96 
0,1864 0,568477222 0,591727825 3,93 
0,2796 0,507164386 0,535953430 5,37 
0,3728 0,441227549 0,477430886 7,58 
0,4661 0,369819564 0,415971985 11,10






Анализ расчетных данных показывает, что 
абсолютная разница и процентный вклад между 
собственными значениями уравнений Томпсона 
и Шредингера растет с увеличением параметра 
кулоновской части потенциала .α  Отметим, что 
аналогичное поведение имеет место и при реше-
нии уравнений (1.1) и (3.1) вариационным мето-






+ < + .                  (3.2) 
 
3.2 Критическое значение параметра α 
В квантовых системах с кулоновским по-
тенциалом существует критическое значение 
параметра ,crα .  при котором энергетический 
спектр не имеет физических решений. Так, на-
пример, для уравнения Шредингера только с ку-
лоновским потенциалом, где известно точное 
решение, это значение может быть найдено ана-
литически.  
Для случая равных 1 2m m=  условие того, 
что энергия связи становится больше, чем сумма 
масс частиц, составляющих связанную систему, 





α− + = ,                     (3.3) 
откуда и находим  
22 2cr nα . = .                      (3.4) 
В работе [18] (см. также ссылки в [19]) было 
показано, что и релятивистское обобщение урав-
нения Шредингера – бесспиновое уравнение 
Солпитера будет также иметь критическое зна-
чение.  
Применяя разработанную методику числен-
ных расчетов, найдем crα .  для уравнения Шре-
дингера с корнельским потенциалом (1.9) и ис-
следуем зависимость критических значений от 
параметра запирания .σ  Отметим, что такие эф-
фекты ранее не исследовались. Результаты вы-
числений зависимости ( )cr crα α σ. .=  представле-
ны на рисунке 1. Область изменения 
20 1 1 ГэВσ = , ÷  выбрана таким образом, чтобы 
включить большинство кварковых моделей [10], 
[20], [21].  
 
Рисунок 1 – Зависимость критического значения 
critα  от параметра линейного запирания σ для 
уравнения Шредингера 
 
Для уравнения Шредингера с корнельским 
потенциалом возникает эффект «увеличения» 
critα  до значения в диапазоне 2 82 3,15,α, < <  
что, очевидно, связано с добавкой запирающего 
слагаемого  к кулоновскому потенциалу, вклад 
от которого необходимо «перекрыть», увеличи-
вая .α   
 
3.3 Коллапс волновых функций 
С существованием критических значений 
параметров потенциалов взаимодействия тесно 
связано явление, которое называют коллапсом 
волновых функций. При коллапсе волновые 
функции локализуются в области ,r  близкой к 
нулю, что, соответственно, в импульсном про-
странстве приводит равномерному распределе-
нию по .k   
На рисунке 2 представлены графики вол-
новых функций основного состояния для урав-
нения  Шредингера  с  корнельским потенциалом  
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Рисунок 2 – ВФ основного состояния для уравнения Шредингера с корнельским потенциалом 
 
( 20 19 ГэВσ = , ) для различных значений α  в 
координатном и импульсных представлениях. 
Легко заметить, что по мере приближения к кри-
тическому значению 2 92,α = ,  волновая функ-
ция (в координатном представлении) проявляет 
тенденцию к локализации в области 0.r ∼  
 
Заключение 
На основе нового прецизионного метода 
решения уравнений в импульсном представле-
нии с корнельским потенциалом исследован эф-
фект релятивизации кинетической энергии кван-
товой системы. Показано, что для полурелятиви-
стского варианта уравнения происходит умень-
шение энергии связи по сравнению с нереляти-
вистским.  
Найдено, что для основного состояния кри-
тические значения параметра кулоновской части 
корнельского потенциала critα  увеличиваются с 
ростом параметра запирания σ  (см. рисунок 1). 
Для этой системы исследовано поведение волно-
вых функций основного состояния близи крити-
ческих значений. Показано, что для критических 
значений critα  наступает явление коллапса ВФ.  
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